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پايداري سيستم هاي چندمتغيره 

علي خاكي صديق
1387شهريور   -گروه كنترل
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مقدمه •

تعاريف بر مروري وپايه مفاهيم
داخلي پايداري
فركانس حوزه در متغيره چند هاي سيستم پايداري تحليل
گرشگورين باندهاي و نايكوئيست هاي آرايه
قطري غلبه  
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پايداري تعاريف  •

لياپانوف مفهوم به پايدار
مجانبي پايدار  
كل در( جامع مجانبي پايدار( 

  هاي سيستم حالت فضاي نمايش در بالا هاي پايداري شرايط•
ورودي بدون يا خودگردان
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سيستم خروجي-ورودي پايداري تعريف  
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  :بسته حلقه سيستم پاسخ
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 :باشد مجانبي پايدار بسته حلقه سيستم اگر

  :ديگر طرف از
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  سيستم باشد، مجانبي پايدار سيستم حالت فضاي مبدا اگر قضيه  
.است خروجي-ورودي پايدار

.حالت فضاي نمايش پذيري رويت و پذيري كنترل  نكته  
.قطب اي جمله چند و مشخصه اي چندجمله  نكته  
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داخلي پايداري •

پايداري نمايي  تعريف  Exponential Stability  

پايداري داخلي    تعريفInternal Stability  

1 11 12 1

2 21 22 2
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داخلي پايداري وكافي لازم شرط
تبديل تابع ماتريس نمايي پايداري  =
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:كه كنيد توجه
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  قضيه

21

If ( ) is exponentially stable, then the feedback system is 
internally stable  ( ) is exponentially stable.

K s
H s⇔

  قضيه

[ ]
[ ]

21

1

If ( ) is exponentially stable, then ( ) is exponentially stable 
1.det ( ) ( )   has no zeros in CRHP.

2. ( ) ( ) ( )  is analytic at every CRHP pole of ( ).
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مثال •
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منفي و مثبت فيدبك
نايكويست پايداري معيار
ناپايدار صفر-قطب حذف و طراحي  

:نكته چند
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فركانس حوزه در متغيره چند هاي سيستم پايداري تحليل •

تعميم ايده ها از سيستم هاي SISO به MIMO     

پايداري مقاوم از ايده هاي اوليه
تحليل پايداري حلقه بسته از اطلاعات حلقه باز
تحليل پايداري نايكويست
شماي كلي:

( ) ( ) ( )L s G s K s= ( )Y s( )R s

OPEN LOOP PLANT
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:(OLCP)و حلقه باز  (CLCP)چندجمله اي هاي حلقه بسته 

( ) ( )       The Return Difference Matrix
           ( )               The Return Ratio Matrix
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The Minimal Realization of ( )
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 بسته حلقه سيستم حالت ماتريس

The Return Difference
Matrix is Well-Posed.
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[ ]
[ ]
[ ]
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11 1
1 11 1Example:   ( ) ( )
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This is not a well-posed plant!
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)يافته تعميم( متغيره چند نايكويست پايداري معيار •

ايده و كاربرد كليدي نايكويست SISO     

فرض پايداري داخلي
اصل آرگومان:

( ) ( ) ( )L s G s K s= ( )Y s( )R s

OPEN LOOP PLANT
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Let ( ) be a rational function and  a closed contour in  
the complex plane.Then, assuming:
1. ( ) is analytic along , i.e ( ) has no poles on .
2. ( ) has  zeros inside .
3. ( ) has  poles ins

f s C

f s C f s C
f s Z C
f s P ide .

Then, "The image of ( ) as  traverses   once in  cw 
direction will make  cw encirclements of the origin. 

C
f s s C

Z P−
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:با توجه به اينكه

CLCPdet ( ) det ( )
OLCP

F s F= ∞

اگر مسير انتخاب شده كانتور نايكوئيست باشد، داريم
( )0,det ( ),

Number of closed-loop poles in the RHP 
   Number of open-loop poles in the RHP

F s D Z PΝ = −

= −

:براي پايداري

Number of closed-loop poles in the RHP Must be ZERO, i.e. 0.Z =
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))تعميم يافته(قضيه پايداري نايكوئيست چند متغيره : (جمع بندي

سيستم  حلقه بسته زير با فيدبك منفي، پايدار است اگر و فقط اگر  

The Nyquist plot of ( ) makes  anti-cw  encirclements 
of the origin and does not pass the origin.  is the number
 of open-loop poles in the RHP.

F s P
P

( ) ( ) ( )L s G s K s= ( )Y s( )R s

OPEN LOOP PLANT
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:اكنون بهره حلقه را به اين صورت فرض كنيد

( ) ( )L s kG s=

    SISO نايكوئيست حالت -
    MIMO نايكوئيست :ماتريسي حالت به تعميم روند -

( ) an eigenvalue of ( )i s G sλ ⇒

( ) an eigenvalue of ( )ik s kG sλ

1 ( ) is an eigenvalue of ( )ik s I kG sλ⇒ + +

[ ] [ ] det  ( ) det 1 ( )i
i

I kG s k sλ⇒ + = +∏
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  توسط -1 هاي زدن دور تعداد شمارش با را پايداري توان مي بنابراين    
:كرد تعيين زير اسكالر توابع

( )ik sλ

Characteristic   سيستم مشخصه هاي مكان را ها گراف اين   Loci

.نامند مي 

  با ولذا .هستند غيرگويا اغلب  سيستم مشخصه هاي مكان يا ها گراف اين    
.شويم مي روبرو -1 نقطه حول ها زدن دور تعداد مشكل

 m×m تبديل تابع ماتريس براي مشخصه هاي مكان يا ها گراف اين تعداد    
.است m برابر
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مثال •
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:اثبات بدون مهم نتيجه چند     

  در حداكثر كه هستند فركانس از اي پيوسته توابع مشخصه هاي مكان    
  .دارند برخورد هم با فركانس از محدودي تعداد

  يا يك كنيم، رسم هم با را مشخصه هاي مكان يا ها گراف اين اگر    
.آمد خواهد دست به مجزا منحني چند    

.است پذير امكان ابهام بدون ها منحني اين مبدا حول هاي چرخش تعداد    



25

 G(s) تبديل تابع ماتريس يافته تعميم نايكوئيست دياگرام تعريف   
 ازاء به آن، مشخصه هاي مكان توسط كه است هايي مكان مجموعه
  .شود مي ايجاد نايكوئيست مسير حول s تغييرات
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 تبديل تابع ماتريس اگر )يافته تعميم نايكوئيست پايداري معيار( قضيه    
G(s) تعداد P نسبت با بسته حلقه سيستم باشد، داشته ناپايدار قطب 

 تعميم نايكوئيست دياگرام اگر فقط و اگر است پايدار kG(s)برگشتي
  .بزند دور ساعت عقربه خلاف جهت در بار P را -1 نقطه آن يافته

  .)ندارد ناپايدار صفر-قطب حذف سيستم :فرض(
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مثال •
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  ناپايدار قطب يك باز حلقه سيستم :بسته حلقه سيستم پايداري تحليل   
  لذا .دارد

1 0.124 1 0,  Unstable with 1 RHP pole.

10.124 0.5 1 2,  Unstable with 3 RHP pole.

10.5 1 1 1,  Unstable with 2 RHP pole.

11 1 0,  Unsatble with 1 RHP pole.

Z
k

Z
k

Z
k

Z
k

−∞ < − < − ⇒ Ν = − =

− < − < ⇒ Ν = − =

< − < ⇒ Ν = − =

< − < ∞⇒ Ν = − =



31

مثال •
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)يافته تعميم( متغيره چند معكوسنايكويست پايداري معيار •
(Generalized Inverse Nyquist)

 ماتريس اگر )يافته تعميم معكوس نايكوئيست پايداري معيار( قضيه    
  سيستم باشد، داشته ناپايدار انتقال صفر z تعداد G(s) تبديل تابع

 دياگرام اگر فقط و اگر است پايدار kG(s)برگشتي نسبت با بسته حلقه
 جهت در بار z را -1 نقطهinv(G(s))/k يافته تعميم نايكوئيست

  ناپايدار صفر-قطب حذف سيستم :فرض( .بزند دور ساعت عقربه خلاف
  .)ندارد
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آرايه هاي نايكوئيست و باندهاي گرشگورين  •

تعريف آرايه نايكوئيست ماتريس تابع تبديل
 تعريف آرايه نايكوئيست معكوس ماتريس تابع تبديل
Inverse Nyquist Array (INA)
قضيه گرشگورين:
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باندهاي گرشگورين    •

.آرايه نايكوئيست ماتريس تابع تبديل را رسم كنيد
.بازه فركانسي مناسب را با تعداد مناسب نقاط فركانسي تعيين نماييد

 
.در هر فركانس ماتريس تابع تبديل يك ماتريس مختلط است

.  دايره هاي گرشگورين را بر روي عناصر قطري رسم كنيد

.نامند مي گرشگورين باند را گرشگورين هاي دايره از شده ايجاد مجموعه

0 1 2, , , , nω ω ω ω

( )iG jω

1 1
( ) ( )    o r  ( )

m m

jj s ij ji
j j
j i j i

g j g j g jω ω ω
= =
≠ ≠

→∑ ∑
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مثال •
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:نكته كليدي
.اجتماع باندهاي گرشگورين، اجتماع مكان هاي مشخصه است        
به تعداد باندهاي گرشگورين اشغال كننده محدوده هاي مجزا،        
.مكان هاي مشخصه محصور شده خواهيم داشت        
را در بر نگيرد،  -1بنابراين، اگر كليه باندهاي گرشگورين نقطه         
مي توان پايداري حلقه بسته را با شمارش تعداد چرخش هاي        
.توسط باندهاي گرشگورين تعيين كرد -1       
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:كاربردهاي ايده غلبه قطري
بررسي پايداري حلقه بسته                     
Interaction Measureارزيابي تداخل                      

 (Diagonal Dominance)غلبه قطري  •

رديفي و ستونيغلبه قطري



40

غلبه قطري يك ماتريس گوياتعريف 

1

1

( ) ( ) , 1, 2, ,

Row Diagonal Dominance: For all  on the Nyquist Contour

( ) ( ) 1,2, ,

Column Diagonal Dominance: For all  on the Nyquist Contour

( ) ( ) 1,2, ,

ij

m

ii ij
j
j i

m

ii ji
j
j i

Q s q s i j m

s

q s q s i m

s

q s q s i

=
≠

=
≠

 = = 

> =

> =

∑

∑





 m

  معيار ترسيمي غلبه قطري يك ماتريس گويا
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 از خارج را -1 نقطه ،inv(G(s))گرشگورين باندهاي كليه اگر قضيه    
 شمارش با را بسته حلقه سيستم پايداري توان مي دهند، قرار خود

 اين در .كرد تعيين باندها اين توسط -1 نقطه هاي چرخش تعداد
 نايكوئيست منحني روي بر قطري غالب بايد I+inv(G(s))حالت
  .باشد
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:تر كلي حالت يك

{ }1, , mK diag k k= 
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